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9η Άσκηση 
 

2022-2023 

1ο κεφάλαιο 

 

Δίνεται η συνεχής συνάρτηση  f : 0,   για την οποία ισχύει: 

 
   ν 3 2 ν 3 2

ν νν

3 x αx 3x 1 x 2x 6x 6x 2
f x lim

2x 3

      



  για κάθε    x 0,3 3,    με α . 

α) Να δείξετε ότι    
3

f x x 1 , x 0    . 

β) Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την 1f  . 

γ) Να δείξετε ότι η εξίσωση  
 f x x

0
x 2 x 1

 
 

 έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,2 . 

δ) Για τις διάφορες τιμές του β  να υπολογίσετε το όριο 
   

2
x 0

f x β f x β
L lim

x

  
 . 

 

Νίκος Τούντας 
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Λύση 

 

α) Για 0 x 3  :  
   ν 3 2 ν 3 2

ν νν

3 x αx 3x 1 x 2x 6x 6x 2
f x lim

2x 3

      
 



ν

ν

3

lim




 
ν

3 2 3 2

ν

x
x αx 3x 1 2x 6x 6x 2

3

3

  
        

    3 2

ν
x αx 3x 1

x
2 1

3

   
  

  
   

  

γιατί 
x

0 1
3

   άρα 

ν

ν

x
lim 0

3

 
 

 
 

Για x 3 :  
   ν 3 2 ν 3 2

ν νν

3 x αx 3x 1 x 2x 6x 6x 2
f x lim

2x 3

      
 



ν

ν

x

lim




 
ν

3 2 3 2

ν

3
x αx 3x 1 2x 6x 6x 2

x

x

  
        

   
3 2

ν

2x 6x 6x 2

23
2

x

  
 

  
  
   

 
33 2x 3x 3x 1 x 1        γιατί 

3
0 1

x
   άρα 

ν

ν

3
lim 0

x

 
 

 
 

Επειδή η f συνεχής στο  0,  τότε:      
x 3 x 3
lim f x lim f x f 3

  
  

       
33 2

x 3 x 3
lim x αx 3x 1 lim x 1 f 3 9α 37 64 f 3 α 3

  
              

Άρα  

 

   

2

3

3

3

x 3x 3x 1 , 0 x 3

f 0x 64 , x 3

x 1 , x 3

f x x 1 , x

     

 

 


   




 

β) Θα δείξουμε αρχικά ότι η f είναι 1-1 άρα αντιστρέφεται. 

1ος τρόπος: Για κάθε 1 2x ,x 0  με        
3 3

1 2 1 2 1 2 1 2x x x 1 x 1 x 1 x 1 f x f x            άρα 

 f 0,1  άρα 1-1 . 

2ος τρόπος: Για κάθε 1 2x ,x 0  με        
3 3

1 2 1 2 1 2 1 2f x f x x 1 x 1 x 1 x 1 x x            άρα η f 

είναι 1-1. 

3ος τρόπος: Για κάθε 1 2x ,x 0  με        
3 3

1 2 1 2 1 2 1 2x x x 1 x 1 x 1 x 1 f x f x            άρα η f 

είναι 1-1. 

Για την εύρεση της αντίστροφης έχουμε τους εξής τρόπους: 

1ος τρόπος: Έστω    
3

3 3

y 0

f x y x 1 y x 1 y x y 1


           πρέπει 3x 0 y 1 y 1      άρα 

 13 3x y 1 f y y 1 , y 1       , επομένως  1 3f x x 1 , x 1     

2ος τρόπος: Η f είναι συνεχής και  f 0,1  άρα          
xx 0

f 0, lim f x , lim f x 1,
 

    . 
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Για x 0  και y 1  έστω    
3

3 3f x y x 1 y x 1 y x y 1           πρέπει 

3x 0 y 1 y 1       ισχύει άρα  13 3x y 1 f y y 1 , y 1       , επομένως  1 3f x x 1 , x 1    . 

 

γ) 
   

3
f x x 1x x

0 0
x 2 x 1 x 2 x 1


    

   
 και πρέπει      0

x

,

0

xx 21

x

,

2

,1 1 2




 







   



 

1ος τρόπος: 
      

  

3 3
x 1 x 1 x 1 x x 2x

0 0
x 2 x 1 x 1 x 2

    
   

   
    (1) 

Έστω η συνάρτηση       
3

g x x 1 x 1 x x 2 , x 0       

 H g είναι συνεχής στο  0,2  ως πολυωνυμική 

  g 0 1 0   ,  g 2 27 0   άρα    g 0 g 2 0  

Από το θεώρημα Bolzano η εξίσωση  g x 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,2 . 

Παρατηρούμε ότι  g 1 1 0    άρα το 1 δεν είναι ρίζα επομένως η εξίσωση  g x 0  έχει τουλάχιστον μία 

ρίζα στο  0,2  διαφορετική του 1, άρα και η εξίσωση (1) έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,2 . 

2ος τρόπος: 
      

  

3 3
x 1 x 1 x 1 x x 2x

0 0
x 2 x 1 x 1 x 2

    
   

   
    (1) 

Έστω η συνάρτηση       
3

g x x 1 x 1 x x 2 , x 0       

 H g είναι συνεχής στο  1,2  ως πολυωνυμική 

  g 1 1 0   ,  g 2 27 0   άρα    g 1 g 2 0  

Από το θεώρημα Bolzano η εξίσωση  g x 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο    1,2 0,2 . 

Επομένως η εξίσωση  g x 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,2  διαφορετική του 1, άρα και η εξίσωση 

(1) έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,2 . 

3ος τρόπος: 
 

3
x 1 x

0
x 2 x 1


 

 
    (1) 

Έστω η συνάρτηση  
 

   
3

x 1 x
g x , x 0,1 1,2

x 2 x 1


   

 
 

 Είναι  
 

3

x 1 x 1

x 1 x
lim g x lim

x 2 x 1  

 
    
  
 

 άρα υπάρχει κ 1 , πολύ κοντά στο 1, τέτοιο    ώστε 

 g κ 0  

 Είναι  
 

3

x 2 x 2

x 1 x
lim g x lim

x 2 x 1  

 
    
  
 

 άρα υπάρχει λ 2  , πολύ κοντά στο 2, τέτοιο  ώστε 

 g λ 0  

 Η g είναι συνεχής στο  κ,λ  ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων 

    g κ g λ 0  

Από το θεώρημα Bolzano η εξίσωση  g x 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο      κ,λ 1,2 0,2  . 

Επομένως η εξίσωση  g x 0  έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο  0,2 . 

δ) 
       

3 3

2 2
x 0 x 0

x 1 β x 1 βf x β f x β
L lim lim

x x  

      
   

β     1          1      

1 β  + + - 

1 β  - + + 
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Είναι  
3

x 0
lim x 1 β 1 β



    
 

 και  
3

x 0
lim x 1 β 1 β



    
 

 

 Αν β 1  : 
 

3

x 0

x 1 β
L lim



 


 
3

x 1 β    
3

2 2
x 0

2 x 1
lim

x x


    

 Αν β 1  : 
     

3 3 3

2
x 0 x 0

x 1 1 x 1 1 x 1
L lim lim

x  

     
 

 
3

1 x 1  

2 2
x 0

1 2
lim

x x


    γιατί 

 
3

x 0
lim x 1 1 2 0



    
 

  και   
3

x 0
lim x 1 1 0



   
 

 και  για 

   
3 3

x 0 x 1 1 x 1 1 x 1 1 0            

 

 Αν 1 β 1   : 
 

3

x 0

x 1
L lim






 
3

β x 1  

2 2
x 0

β , αν 1 β 02β
lim

. αν 0 β 1x x





    
 

  
 

Στην περίπτωση που β 0  τότε 
 

3

x 0

x 1
L lim






 
3

β x 1  

2 2
x 0

β 0
lim 0

x x


   

 Αν β 1 : 
     

3 3 3

2
x 0 x 0

x 1 1 x 1 1 x 1
L lim lim

x  

     
 

 
3

1 x 1  

2 2
x 0

1 2
lim

x x

 
      γιατί 

 
3

x 0
lim x 1 1 2 0



    
 

  και   
3

x 0
lim x 1 1 0



   
 

 και  για 

   
3 3

x 0 x 1 1 x 1 1 x 1 1 0            

 Αν β 1 : 
 

3

x 0

x 1 β
L lim



  


 
3

x 1 β    
3

2 2
x 0

2 x 1
lim

x x

 
    

 

 

 


